Spals mit Kategorien

Eine Einfiihrung in die Kategorientheorie

Nach einem Vortrag von Leonid Grau am 26.09.2022
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1 DMotivation

Oft betrachtet man allgemeine algebraische Strukturen und trifft Aussagen iiber diese.
Die konkrete algebraische Struktur ist dabei hdufig nicht relevant. So gibt es zum Beispiel
Strukturen wie Homomorphismen als Gruppenhomomorphismen, Ringhomomorphismen,
Lineare Abbildungen oder stetige Abbildungen. Auch den Homomorphiesatz gibt es zum
Beispiel fiir Gruppen und Vektorrdume und Produkte sind auch fiir einige algebraische
Strukturen definiert.

Es kann sich also durchaus lohnen ein ,,Template” zu entwickeln, das in der Lage ist diese
Strukturen im allgemeinen zu betrachten ohne dabei auf konkrete Instanzen zu achten.
Die Kategorientheorie bietet ein solches Werkzeug. Sie ist dabei omniprésent in der alge-
braischen Geometrie und ist die Sprache der algebraischen Topologie. Auch einige Kon-
zepte der funktionalen Programmierung sind tief in den Konzepten der Kategorientheorie
verwurzelt.



2 Grundlagen

Oft betrachtet man in der Kategorientheorie Kategorien und sogenannte Funktoren, die
quasi als Abbildungen zwischen Kategorien aufgefasst werden kénnen.

2.1 Kategorien

Zunéchst miissen wir definieren was eine Kategorie ist:
Definition 2.1 (Kategorie). Eine Kategorie € ist:
e eine Klasse von Objekten ob €

e fiir A, B € ob % eine Menge Homy (A, B) eine Menge von Morphismen zwischen
den Objekten

o fiir A, B,C € ob % eine Abbildung o : Homy (B, C') x Homy (A, B) — Homg (A, C)
also Verkettung von Morphismen

e Assoziativitdt der Morphismen beziiglich o

e Fiir jedes A € ob ¢ ein idy € Homy (A, A) mit idgo f = f und goidy = g fiir alle
f € Homy (B, A),g € Homy (A, B)

Diese Definition ist bewusst recht allgemein gehalten um viele verschiedene Kate-
gorien zu erlauben. Die Morphismen miissen dabei nicht unbedingt Abbildungen sein,
sondern lediglich die oben genannte Definition erfiillen. Eine Klasse kann hier fiir alle
Zwecke als Menge betrachtet werden.

Die folgenden Beispiele erfiillen alle oben genannten Axiome und sind daher Kategorien:

Beispiel 2.1.1 (Grp). Ist die Kategorie der Gruppen
e ob Grp = alle Gruppen
e Homg,p(G, H) = Gruppenhompmorphismen von G nach H
e o : Komposition von Gruppenhomomorphismen

Das ist wohldefiniert und Grp ist eine Kategorie.

Beispiel 2.1.2. Mehr Beispiele

e K-VR die Kategorie der K-Vektorrdume und Vektorraumhomomorphismen
e Ringe Die Kategorie der Ringe und Ringhomomorphismen
e Korper Die Kategorie der Koérper und Kérperhomomorphismen

e Set Die Kategorie der Mengen und aller Abbildungen



Ab Abelsche Gruppen und Gruppenhomomorphismen

Top Topologische Rdume und stetige Abbildungen

MRaume Metrische Raume

Euklid Euklidische Vektorraume und Subisometrien

Set* Kategorie der punktierten Mengen ((M,m), M Menge, m € M (M, m) EN
(N,n) Abbildung mit f(m) =n)

Beispiel 2.1.3. Eine Kategorie in der die Morphismen keine Abbildungen sind
Sei (G,0) eine Gruppe. G ist definiert als:

e ob G := {x}

e Homg(x,*) =G

o fiir f,g € Homg(*, *) definiere f o g := flg
e id, = eq

Die Morphismen von G sind hier also keine Abbildungen, sondern die Elemente der
Gruppe.

Oft werden Kategorien mit Hilfe von Graphen dargestellt. Die Objekte werden zu
Knoten und die Morphismen zu Kanten. G wiirde daher folgendermafsen dargestellt:
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Beispiel 2.1.4. Kategorie aus einer partiell geordneten Menge
Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge (< ist eine reflexive, transitive und antisymme-
trische Relation). P ist definiert als:

e obP: =P

<
e fiir x,y € P definiere Homp(z,y) = {{*xy} r=Y
g zfy
e Sei f € Homp(x,y),9 € Homp(y, 2) (also & = %,y und g = *,.) dann s, 0%y = %,

o id, = %5

Diese Kategorie sdhe als Graph folgendermafsen aus:



Die Identitatsmorphismen und und Kompositionen der Morphismen werden im Graphen
der Ubersichtlichkeit halber nicht gezeichnet.

Definition 2.2. Isomorphismus
f € Homy (A, B) heifit Isomorphismus wenn es g € Homy (B, A) existiert mit fog = idp
und go f =ida

Man kann leicht sehen, dass es in Beispiel 2.1.4 keine nicht trivialen Isomorphismen
geben kann. Dazu wire es notig, dass Morphismen der From x,, und *,, existieren. Dazu
ware es aber notig, dass ¢ < y und y < zx gilt. Daraus folgt, dass x = y gilt und somit
der einzige Isomorphismus die Identitéat ist.

2.2 Funktoren

Es ist uns bereits Moglich Morphismen innerhalb von Kategorien zu definieren. Um auch
zwischen Kategorien abbilden zu kénnen und diese so in Relation zu setzen definieren
wir Funktoren.

Definition 2.3. Funktor (Kovariant)
Seien ¢, ¥ Kategorien. Ein Funktor F von % nach Z ist eine Zuordnung

e ob%—obZ (Acob¥— F(A))

e und eine Zuordnung fir A, B € ob ¢ mit Hom¢ (A, B) — Homgy(F(A), F(B))
sodass F(f o g) = F(f) o F(g)

A F(4)
X \F()
fog B F(feog)| F(B)
V. Vet

¢ Wird vom Funktor abgebildet auf F(e)

Beispiel 2.2.1. Vergissfunktor

7 : K-Vec — Set

(V,+,-) = V bildet einen Vektorraum auf die Menge der Vektoren ab und vergisst dabei
alle anderen Informationen wie z.B. tiber welchem Korper der Vektorraum definiert war
und jegliche Operationen.

Beispiel 2.2.2. Ein Endofunktor
Sei V ein K-Vektorraum. F : K-Vec — K-Vec mit W +— V x W. Funktoren mit gleicher
Definitions und Bildkategorie nennt man Endofunktoren.



VxW (v,w)

1oL e

X VxX (v, f(w))

Also werden Objekte aus der Definitions- auf Objekte aus der Bildkategorie und Mor-
phismen aus der Definitions- auf Morphismen aus der Bildkategorie abgebildet. (Das
Diagramm muss nicht unbedingt kommutieren)

Bleibt noch zu zeigen, dass F(go f) = F(g) o F(f) gilt.

Wy f Wo g W3
\_/
gof
Also:
V x W1 V x W3
(v,w) ———— (v, (go f)(w)) Flgof)
und

V><W14>V><W24>V><W3

(v, w) — (v, f(w) > (v,9(f(w))  F(g) o F(f)

Man sieht also, dass F(go f) = F(g) o F(f) gilt. Damit ist F ein Funktor.

Beispiel 2.2.3. Der Hom-Funktor (Kovariant)
Es sei € eine Kategorie, X € ob ¥
Definiere den Funktor Homg (X, ) : % +— Set

e Y — Homy(X,Y)
Ein Y € % wird also auf die Morphismenmenge Hom (X, Y'), die Morphismen, die
in ¢ von X auf Y existieren, abgebildet.

Homy (X,Y) — Homy (X, Z)
[g: X —=Y]—=[fog: X — 7]
Gehen wir also von beliebigen X,Y € % aus, zwischen denen ein Morphismus f
existiert, so werden diese vom Hom-Funktor auf die Morphismenmengen Homg (X, Y)
und Homy (X, Z) abgebildet. Das heifit, dass wir jetzt noch definieren miissen, wor-
auf die Morphismen Hom¢ (Y, Z) abgebildet werden. Wir miissen also jeden Mor-
phismus aus Homg (Y, Z) auf einen Morphismus Homget(Homy (X, Y'), Homy (X, 7))
abbilden. Dies geschieht, indem wir ihn einfach mit einem entsprechenden passen-
den Morphismus verkniipfen. Wir identifizieren also jeden Morphismus g : X — Y

o [V L Z] s * = Homy (X, f) =



mit seiner Verkniipfung mit f : ¥ — Z und erhalten so einen neuen Morphismus
f*, der die geforderten Bedingungen erfiillt.

Beispiel 2.2.4. R1ng — Grp

R— R*={reR|Is€ R:rs=1p}

rR* L5 5%
=

Man schrinkt den Ring also auf alle invertierbaren Ringelemente ein und lésst nur noch

die Abbildungen iibrig, die ohnehin schon zwischen invertierbaren Elementen abgebildet
haben.

[R— S]+—

Beispiel 2.2.5. Set — K-VR
Definiere
M — Abby(M,K) = {Abb M — K fast iiberall 0} (Freier Vektorraum iiber M)

F(M):=4 > Am-m|)\m:OffameM,)\meK}

meM
M FM) S Ap-m
f |
N FIN) - 22 Am - f(m)

Beispiel 2.2.6. Grp — Ab (Abelisierung)
G — G® =Gy mit H = (({h1hahy "hy |k, ho € G}))

Gy Gab
¢ ¢
Gs Gab

Beispiel 2.2.7. Graphen
Definiere Grph exemplarisch als folgende Kategorie:

E - -V
Dann gibt es Funktoren F : Grph — Set mit
F(s), F(t), F(u),
gy T F) )




Diese Funktoren bilden Graphen auf ihre Knoten- und Kantenmengendarstellung ab.

Beispiel 2.2.8. Der Hom-Funktor (Kontravariant)
Es sei € eine Kategorie, X € ob ¥
Definiere den Funktor Homg( |, X)) : ¢ — Set

e YV — Homy (Y, X)
Ein Y € ¥ wird also auf die Morphismenmenge Hom¢ (Y, X)), die Morphismen, die
in ¥ von Y auf X existieren, abgebildet.

f . - Homy (Z, X) — Home (Y, X)
© V' 2] 7= Home (X, f) = [g: Z— X]—=[gof:Y = X]

Der Funktor agiert analog zu seinem Kovarianten Gegenstiick.

Beispiel 2.2.9. Punktierung von Mengen
Definitions und Bildkategorie: Set — Set*
Objekte: M +— (M U {*m},*rm)
Morphismen:

M MU{xm}

f fUide :m— f(m) und *pr — *n

N ., NU{xn}

Man fiigt als ein Element hinzu, das jetzt das punktierte Element ist und definiert die
Morphismen so dass sie auf die Elemente der punktierten Menge wie vorher angewandt
werden und das punktierte Element in M auf das punktierte Element in N abgebildet
wird.

Definition 2.4. Opposite Kategorien
Sei € eine Kategorie. Definiere €°P wie folgt:

e ob ¢P :=0b ¥
e Fiir A, B € ob ¢ definiere Hom? (A, B) := Homy (B, A)

Wir drehen also alle ,Morphismenpfeile” um und nutzen die gleichen Objekte.

Man sieht, dass ein kontravarianter Funktor 4 — & einem kovarianten Funktor
C°P — D°P entspricht.



3 Kegel und Ko

3.1 Notige Definitionen

Definition 3.1. Diagramm

Ein Diagramm in einer Kategorie % ist ein Funktor

F : I+ % von einer kleinen! Kategorie I. Ein Diagramm bettet also quasi eine kleine
Kategorie in eine andere ein.

Definition 3.2. Kegel

Ein Kegel iiber einem Diagramm F ist ein Objekt K aus ¥ und Morphismen K EiNy (1)
fiir alle ¢ € ob I sodass alle Diagramme kommutieren.

¢

F(f)o fi = f; fir alle f € Homy(4, j).
Der Kegel ist hier der blau markierte Teil. Das Diagramm ist der Funktor F, der [ in ¥
,einbettet”.

Definition 3.3. Limes
Ein Limes {iber einem Diagramm F ist ein universeller Kegel L:

!Eine Kategorie heifit klein, wenn die Klasse ihrer Morphismen eine Menge ist. Nicht kleine Kategorien
werden hier nicht betrachtet.



Ein Kegel, sodass fiir jeden Kegel K iiber F ein eindeutiger Morphismus K +— L existiert,
sodass f; = g; o (K — L). Der Limes ist hier rot dargestellt und der Beispielkegel blau.



